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(On round fold maps)
By
北澤直樹 (Naoki Kitazawa) 
Abstract
In this paper, we introduce round fold maps introduced by the author [8] and study mani-
folds admitting round fold maps; a round fold map is a fold map into Rn (n  2) whose singular
value set is a disjoint union of standard spheres of dimensions n  1 embedded concentrically.
We also introduce some numerical invariants of the source manifolds dened from such fold





Morse 理論とは, 多様体をその上の良い関数 (Morse 関数)をもとに調べる手法であ
る ([17], [18]). 特異点と多様体のホモロジーやホモトピー等が関係していることが, 良く
知られている. Morse 理論は数学 (幾何学)全体において重要な役割を担っている.
Morse 理論では関数を用いるが, 関数の代わりに一般のユークリッド空間や多様体への
良い写像 (但し値域の次元が定義域の次元より高くないものとする)を用いるMorse 理論
の一般形が, 1950 年代の Whitney ([28]) や Thom ([27]) の研究に始まり今に至るまで盛
んに研究され続けている. そして Morse 理論では分からないような事実も多く分かって
きた.
本稿では Morse 理論の一般形について, Morse 関数の最も単純な一般化である折り目
写像を中心に紹介する．本稿の主要部は現在投稿中の論文 [8] の結果の一部や周辺である.
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§3 で, 折り目写像の特別なクラスとして, Morse 関数の極大点極小点にあたるような
点のみを特異点としてもつ special generic 写像や, 少し広げたクラスとして, 定義域多
様体から Reeb space への商写像を特異点集合に制限したとき単射になっているものとし
て定義される simple な折り目写像を導入し, さらに [8] で著者が導入した同心円形折り
目写像を紹介する. 同心円形折り目写像の特異点の指数に条件をつけ正則値の逆像を球面
の非交和とした場合の, 定義域多様体のホモトピー群 (ホモロジー群)についての [8] で得
られた定理を証明する (命題 2, 命題 3).
§4 で§3 の主定理である命題 2 と命題 3 の仮定を満たす写像の定義域多様体の位相型
と微分同相型について調べる. 特異点集合の連結成分が 1 個であるものは球面の special
generic 写像であるが, 次に単純なものとして, 定理 1 で標準的球面上の球面束に特異点
集合の連結成分が 2 個からなるものを構成する. 命題 2, 命題 3 の仮定を満たす写像を許
容する向きづけられた単連結多様体たちについて, 与えられた写像を切ってつなげること
で連結和にも同様の仮定をみたす同心円形折り目写像を構成できるということを, [13] の
平面へのある種の写像の変形に使われた考えを応用して示す (定理 2). さらに 定理 1, 定
理 2 から, 標準的球面上の標準的球面をファイバーとする束の連結和に同様の仮定をみた
す同心円形折り目写像が構成できることをみる (定理 3).
§5 で, §3 の主定理の仮定を満たす写像の中での特異点集合の連結成分数の最小値と
いう, 定義域多様体の不変量について報告する. Morse 関数の特異点の個数は, 定義域多
様体のホモロジーやホモトピーと強く関係しているが, 本稿ではこのことの高次元化を考
える. 特に定理 5 として, 7 次元ホモトピー球面で 4 次元球面 上の 3 次元球面をファイ
バーとする束となっているもの (例えば標準的な球面さらにはいくつかの標準的でない球
面)が, 定理 1 より特異点集合の連結成分が丁度 2 個からなる R4 への同心円形折り目写
像を許容するが, その中で 1 個からなるものつまり special generic であるものを許容す
るのが標準的なもののみであるということを主張する結果を説明する.
今後 m;n 2 N とし, M (Mm)を m 次元閉 C1 級多様体, N (Nn)を n 次元境界なし
C1 級多様体, f : M ! N を C1 級写像, S(f) を f の特異点集合つまり f の微分の階
数が n より低いような M の点全体の集合とする. また Dk で k 次元単位 (標準的)球体,
Sk で k 次元単位 (標準的)球面を表す (k 2 N). 最後に, 位相空間 X の内部を IntX, 閉
包を X で表し, さらに位相空間 X が多様体のとき境界を @X で表す.
本論文の作成に当たり, レフェリーの方には丁寧に読んで頂き, 非常に多くの助言を頂
いた. この場を借りて心より感謝申し上げたい.
x 2. 折り目写像 (fold map), Reeb space
Morse 関数の最も単純な一般化である折り目写像を導入する. [6] や [20] 等も参照の
こと.
On round fold maps 47
定義 1. f :Mm ! Nn を C1 級写像とし m  n  1 とする.
1. ある p 2M の局所座標 (U; ) ( = (x1;    ; xm))とある f(p) 2 N の局所座標 (V;  )
( = (y1;    ; yn))があって (p) = 0,  (f(p)) = 0を満たし,さらに 0  i  m n+1
をみたす整数 i があって
(y1;    ; yn 1; yn) :=   f jU   1(x1;    ; xm)








を満たすようにできるとき, p 2 S(f) は折り目特異点 (fold point)であるという.
2. f の各特異点が折り目特異点であるとき, f は折り目写像 (fold map)であるという.
　
命題 1. f :Mm ! Nn を C1 級写像とし m  n  1 とする.
1. p 2M を f の折り目特異点とする. このとき定義 1 におけるminfi;m  n+ 1  ig
は (U; ), (V;  ) によらずに定まる (これを p の指数と呼ぶ).
2. f : M ! N を折り目写像とする. このとき特異点集合 S(f) そして指数 i の特異点
全体の集合 Fi(f) は, M の n  1 次元 C1 部分多様体である. さらに f jFi(f) は C1
はめ込み. (折り目写像 f について f jS(f) が正規交叉をもつはめ込みであるとき, f
は良い折り目写像であるということにする.)
例えば各特異点で値の異なる Morse 関数は良い折り目写像である. (各特異点で値の
異なる)Morse 関数は C1(M;R) において稠密に存在するのに対し, 折り目写像はそうと
は限らず, 中には存在しない場合もある. 例えば，値域が平面 R2 である場合，定義域多
様体 M の Euler 数が偶数であることが M 上に良い折り目写像が存在することの必要十
分条件である（詳しくは，[28], [27], [14], [15] を参照)．また，Eliasberg 等に始まる折り
目写像の存在問題も重要である (詳しくは，[3], [4] を参照)．
次に，Reeb space を導入する (詳しくは，[1], [5] を参照).
定義 2. f : Mm ! Nn を C1 級写像とする. p1 2 M と p2 2 M が N の同じ
点における f の逆像の同じ連結成分にあるときかつその時に限り p1fp2 と定める. 同
値関係 f から得られる商空間 Wf := M=f を f の Reeb spaceという. (商写像を
qf :M !Wf とする.)
f が良い折り目写像の時, Reeb space には自然に多面体の構造が入ることが知られ
ている. より広く安定写像という実特異点論で重要なクラス ([6] 等参照), さらにより広い
クラスでも, 同様のことが成立することが知られている.
例えば, (良い) Morse 関数の場合, Reeb space はグラフになる. 後で紹介する special
generic 写像や simple な折り目写像の場合, Reeb space はそれほど複雑でない多面体の
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構造を有する. 他 [13] には, 定義域が 2 次元以上であるような平面への安定写像の場合に
Reeb space が自然に 2 次元多面体になることの証明があり, [7] では安定写像を含む広い
クラスが扱われている.
x 3. 折り目写像のクラス
折り目写像やさらに拡げた良い写像についての研究は, Whitney, Thom にはじまり,
その後 Levine, Eliashberg 等の研究を経て, 最近では Saeki, Sakuma 等により活発にな
されている.
本§では，これまで研究されてきた種々の特殊な折り目写像を紹介する.
特異点集合が指数 0 の折り目特異点のみからなる折り目写像を special generic 写像
とよぶ. この写像は特異点を丁度 2 個もつ球面上の Morse 関数の一般化であるといえる.
Special generic 写像は [1] で導入されその後 [5] さらに [21], [22] 等の研究がある. 例え
ば [21] では, 球面上の special generic 写像の存在非存在が, 球面の微分構造と関わってい
ること等が明らかにされている (本稿命題 4 も参照). 同論文では他に値域が R2, R3 であ
る special generic 写像を許容する定義域多様体を (完全にあるいは部分的に)決定してい
る. 特別な写像を考えると, 定義域多様体のホモトピー・位相型・微分同相型等に関する
より詳しい情報を取り出せるのである.
Special generic 写像を含むクラスとして, 特異点集合 S(f) に制限したとき商写像 qf が
単射であるような写像を simple な折り目写像という. Simple な折り目写像は [20], [24]







Morse 関数の特異点集合は離散集合である. 各特異点で値が異なる Morse 関数は, ど
のような C1 閉多様体上にも稠密に存在する. 各特異点で値の異なる Morse 関数を一般
化して, 特異点集合が球面の非交和で, 特異値集合が特異点集合の埋め込みになっている
折り目写像について考えたい. 特異値集合が特異点集合の埋め込みになっている折り目写
像は, 先行研究における具体例等で頻繁に登場している (例 1 を参照).
今後 N := Rn とする. まず C1 同値を振り返る.
X1, X2, Y1, Y2 を C1 級多様体とし, c1 : X1 ! Y1 と c2 : X2 ! Y2 を C1 級写像と
する. C1 級微分同相写像 X : X1 ! X2, Y : Y1 ! Y2 があって可換図式





が成り立つとき, c1 と c2 は C1 同値であるという.
定義 3 (round fold map, [8]). f : M ! Rn を折り目写像で n  2 とする. f が
次を満たす C1 級写像 f0 :M ! Rn に C1 同値な時 f は同心円形折り目写像 (round
fold map)であるという. さらに f0 を f の標準形 (normal form)という.
1. 特異点集合 S(f0) が標準的球面の非交和.
2. 制限写像 f0jS(f0) が C1 級埋め込み.
3. Dnr := f(x1;    ; xn) 2 Rn j
Pn
k=1xk
2  rg とする. ある l 2 N があり f0(S(f0)) =
tlk=1@Dnk (ただし tlk=1@Dnk は非交和を表す).
このとき標準形 f0 において, Rn 内の原点を起点とする半直線を f0 の軸 (axis)とよぶ.
f0 について, Rn 内の Dn 1
2
を f0 の真核 (proper core)という. f とその標準形 f0, C1




が成立するとする. f0 の軸 L について 1 次元 C1 級部分多様体  1(L) もまた f




) もまた f の真核 (proper core)
という.
例 1.
1. m次元 C1 級 homotopy球面M 上の special generic写像 f :M ! Rn (m  n  2)
で, 特異点集合 S(f) が Sn 1 と C1 級微分同相であり，f jS(f) が C1 級埋め込み
であるようなものが [21] 等で構成されている．これらは同心円形折り目写像である.
2. [13] の §7 の FIGURE 7 (b), [23] の §6 の Figure 8. これらは同心円形折り目写
像 (の Reeb space) とみなせる. special generic 写像ではないが, simple な折り目写
像ではある. それぞれ定義域は 4 次元以上の C1 級ホモトピー球面, S2 上の C1 級
S2 束で, 値域は平面である. 特異値集合はそれぞれ Rn に同心円状に埋め込まれた




図 1. (平面への)同心円形折り目写像の像, 特異値集合, 軸 (axis), 真核 (proper core)
図 2. [13] §7 の FIGURE 7 (b) (Reeb space)
図 3. [23] §6 の Figure 8 (Reeb space)
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命題 2 ([8]). Mm を単連結 m 次元 C1 級多様体，f : Mm ! Rn を以下を満た
す同心円形折り目写像とし, n  2, m  2n とする．
1. 特異点の指数が 0 または 1．
2. f(M) が Dn に C1 級微分同相．
3. 各正則値 p 2 Rn   f(S(f)) の逆像 f 1(p) は almost-sphere (標準的円板を境界上
の C1 級微分同相ではり合わせてできる球面) の非交和.
このとき，qf は 0  k  m   n   1 を満たす各 k に対して，ホモトピー群の間の同型
k(M) = k(Wf ) を誘導する．さらに，f の真核 C 上の点の逆像の連結成分数が l であ
れば, 次が成立する．
k(M) = k(Wf ) = f0g (0  k  n  1)
n(M) = Hn(M;Z) =
8<:Zl 1 m > 2nZ2(l 1) m = 2n
命題 3 ([8]). 命題 2 の仮定のもと M は コンパクト (n   1)-連結 PL 多様体 W
で次を満たすものの境界となる.
1. 包含写像 i :M !W が誘導する写像 i : k(M)! k(W ) が 0  k  m  n  1 で
同型.
2. W は Sn のブーケに単純ホモトピー同値.
命題 2 と命題 3 の証明. STEP 1 定義域多様体を境界とするコンパクト PL 多様
体の構成 ([20] の　 Proposition 3.12 とその証明や, [23] の Theorem 4.1 とその証明も参
照.)
特異値集合の各連結成分の十分小さな C1級閉管状近傍 (Sn 1[ 1; 1]とみなせ特異値集
合の部分はSn 1f0gに対応)の逆像は,指数 0の成分ならば Sn 1 上の C1 級 Dm n+1
束, 指数 1 の成分なら Sn 1 上の PL Sm n+1   Int(Dm n+1 t Dm n+1 t Dm n+1)
(Sm n+1 から互いに交わらない 3 個の Dm n+1 の非交和の内部を取り除いたもの)束と
なる. これは f とこの閉管状近傍から Sn 1f0gへの射影の合成が Sn 1 上の C1 級束に
なること,さらにファイバーについては特異点の指数と正則値の逆像が almost-sphereの非
交和であることから分かる. それらに同伴な PL Dm n+2 束を (もとの束のファイバーが境
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界の PL部分多様体となるように)つくることができる. また特異値集合の閉管状近傍の補集
合の閉包の逆像はm n次元 almost-sphereをファイバーとする C1 級束の非交和である.
それらに同伴な PL Dm n+1 束を (もとの束のファイバーが境界と一致するように)つくる
ことができる. さらにSn 1 上の C1 級 Dm n+1 束に対応してできた Dm n+2 束は [0; 1]
をファイバーとする部分束に, Sn 1 上の PL Sm n+1 Int(Dm n+1tDm n+1tDm n+1)
束に対応してできた Dm n+2 束はK := freit j 0  r  1; t = 0; 23 ; 43g をファイバーと
する部分束に, そして m  n 次元 almost-sphere をファイバーとする C1 級束に対応す
る Dm n+1 束は一点からなる空間をファイバーとする部分束に (ファイバーを保ったま
ま)縮約する. 各球体束, そして球体束の縮約で得られた各部分束は貼りあう. 結果として
m+ 1 次元 PL 多様体 W が @W = M となるように構成される. また, 前の球体束の縮
約で得られた各部分束が貼りあった結果, Wf に PL 同相な多面体が W の 部分多面体と
して得られる. W は Wf に単純ホモトピー同値となることがわかる.
STEP 2 W , Wf のホモトピー群と M のホモトピー群の関係
W は Wf に単純ホモトピー同値になる. Wf は n 次元の多面体とみなせる. W は
指数が n 以下のハンドルの和に分解できる. W は, M  [0; 1] に M  f1g にそって指
数 m  n + 1 以上のハンドルを接合することによって得られると考えられる. k(M) =
k(W ) = k(Wf )(0  k  m  n  1) が従い, 特に最初の同型は包含写像により誘導さ
れる. 包含写像 i : M ! W と W の Wf に単純ホモトピー同値な多面体への縮約 (レト
ラクト)を考えれば, 包含写像とレトラクトの合成とみなせる qf が k(M) と k(Wf ) の
同型を誘導することもわかる.
STEP 3 Wf の単純ホモトピー型と M のホモトピー群
STEP 1, STEP 2 より 1(M) = 1(W ) = 1(Wf ) = f0g である. l + 1 個以上の端点
を有する, 連結な, ループを有さないグラフを L, L の l 個の端点からなる集合を P とす
る. Wf は, l 個の Dn の非交和と Sn 1  L を, Sn 1  P と l 個の Dn の非交和の境界
を同一視して貼りあわせて得られるものと単純ホモトピー同値であることがわかる. Wf
は l   1 個の Sn のブーケに単純ホモトピー同値である. 命題 3 が示せた.
命題 2 のホモトピー群に関する結果を示す. STEP 2 の同型と Wf が l   1 個の Sn
のブーケに単純ホモトピー同値であることから m > 2n の場合は明らかである. m = 2n
の場合のみ示す. k(M) = k(W ) = k(Wf ) = f0g(0  k  n   1) は明らかで,
Hk(M;Z) = Hk(W;Z) = Hk(Wf ;Z) = f0g(1  k  n  1), さらに Poincare duality か
ら Hk(M;Z) = f0g(n + 1  k  2n   1) が従う. いま bk(X) で位相空間 X の k 次
Betti 数を表すことにする. W は l   1 個の Sn のブーケに単純ホモトピー同値である.
ゆえに 2 個の W を境界 M で貼りあわせて得られる 2n + 1 次元閉多様体のオイラー
数は 2(b0(W ) + ( 1)nbn(W ))  (b0(M) + ( 1)nbn(M) + b2n(M)) = 2 + 2 ( 1)n(l  
1)   2   ( 1)nbn(M) と表せる. さらに多様体の次元は奇数なのでオイラー数は 0 であ
る. よって bn(M) = 2(l   1). 以上より m = 2n の場合 n(M) = Hn(M;Z) = Z2(l 1)
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が分かる.
前の例 1 の例たちは (最初の例のみ次元対に関する条件が必要だが)全て命題の仮定を
満たしている.
証明法から分かることを一つ補足する. 命題での仮定のうち f(M)がDnと C1級微分同
相であるという部分を除く. すると, f(M)は Sn 1[0; 1]と C1 級微分同相である可能性
がある. STEP 2, STEP 3よりM とWf が単連結となるから, n = 2のときこれは起こりえ
ないことが従う. f(M)が Sn 1[0; 1]と C1 級微分同相であるとき STEP 2, STEP 3よ
り n 1(M) = n 1(Wf ) = Zが従う. n 1(M) = n 1(Wf ) = f0gならば f(M)は Dn
と C1 級微分同相であることも分かる. 最後に k(M) = k(Wf ) = f0g(1 < k < n  1)
も成り立つ.





Ra; 命題 2 の三条件を満たす同心円形折り目写像全体
Rs; Ra の写像で, 正則値の逆像が標準的球面の非交和であるもの全体
さらに同心円形折り目写像について条件を定義する.
f :M ! Rn をある同心円形折り目写像の標準形とする. E を f の真核 Dn 1
2
の補集合
の閉包の逆像, L を軸とする. P (x) := 12 xjxj (P : f(E)! @Dn 12 ) について P  f jE は
C1 級沈め込みであり, E には @Dn 1
2
上の C1 級 f 1(L)-束の構造が入る (Ehresmann
の定理 [2]). P  f j@E は f j@E : @E ! @Dn 12 に一致する.
f が標準形でなくとも自然に C1 級束の構造を入れられる.
定義 4. 前の束が, 構造群をファイバーの C1 級微分同相写像全体として考えた
とき自明束になるとする. このとき f は C1 自明であるという.
定義 5. Ra の写像 f が単調であるとは, 真核の各点の逆像の連結成分数が S(f)
の連結成分数と一致することである.
次の定理 1 の証明の中でも具体的に構成を行うが, C1 自明な同心円形折り目写像
は容易に構成できる. また, 例えば例 1 の Kobayashi-Saeki の例以外の例は単調である.
定理 1. m 次元連結閉 C1 級多様体 Mm 上に, C1 自明な Ra に属する写像
f : M ! Rn (m > n  2)で真核の各点の逆像が 2 個の成分からなる単調なものが存在
する必要十分条件は, M が Sn 上の almost-sphere をファイバーとする C1 級束である
ことである.
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定理 1 の証明.  を m  n 次元 almost sphere とする．ある C1 級微分同相写像
 : Sn 1  ( t ) ! @Dn  ( t ) で Sn 1 上の自明な C1 級 ( t )-束の同型で
あって底空間 Sn 1 の C1 級微分同相写像を誘導するようなものによって, Sn 上の C1
級  束の構造を持つ m 次元多様体 M は (Dn  ( t ))S(Sn 1  [0; 1] ) とみな
すことができる．
~f : [0; 1]! [a;+1)を境界 (f0gtf1g)上で最小値 aをとり,特異点が丁度 2個で
[0; 1]の内部にありそれぞれ指数 0, 1で,さらに 2つの特異点で値が異なるようなMorse
関数とする. p : (f0gtf1g)Dn ! Dn を射影,  : (f0gtf1g)@(Rn IntDn)!
 (f0g t f1g) @Dn を Sn 1 上の自明な C1 級 ( t)-束の同型で C1 級微分同相
写像  : Sn 1 ! @Dn を誘導するものとして
 (f0g t f1g) @(Rn   IntDn)     !  (f0g t f1g) @Dn??y ~f j(f0gtf1g)id@(Rn IntDn) ??ypj(f0gtf1g)@Dn
fag  @(Rn   IntDn)     ! @Dn
が成り立つとして良い. 以上から p に ~f  id@(Rn IntDn) を ,  で貼りあわせて M
上に単調で C1 自明な同心円形折り目写像 pS;( ~f  id@(Rn IntDn)) :M ! Rn が構成
された.
連結閉 C1 級多様体 Mm 上に Rn への条件を満たす写像 f : M ! Rn があるとす
る. M を真核の逆像とその補集合の閉包に分ける. 真核の逆像は, Dn 上の 2 つの C1
級微分同相な m   n 次元の almost-sphere  の非交和をファイバーとする C1 級束で
ある. 仮定より C1 自明である. 以上から Sn 1 上の自明な C1 級 ( t )-束の間の
同型であり底空間 Sn 1 の C1 級微分同相写像を誘導するような C1 級微分同相写像
 : Sn 1(t)! @Dn(t)によって,M は (Dn(t))S(Sn 1 [0; 1])
とみなせる. M は, Sn 上の almost-sphere をファイバーとする C1 級束の構造を有する
ことが従う. 以上で定理が示された.
定理 2. M1, M2 を向きづけられた m 次元単連結閉 C1 級多様体とする. f1 :
M1 ! Rn, f2 : M2 ! Rn を Rs に属する同心円形折り目写像とし, n  2, m  2n とす
る. すると連結和M := M1]M2 にも Rs に属する同心円形折り目写像 f : M ! Rn が
存在する. f1, f2 が単調ならば f も単調にできる.
証明においては, [13]の, 次元 4 以上の単連結 C1 級多様体から平面への安定写像で
比較的扱いやすいものの定義域の微分同相型の変えない変形 (R-operation と命名されて
いる)の根底にある考えを適用できるということが鍵となる. R-operation は, 定義域多様
体の微分同相型を保ったまま特異値集合の一部分を変化させる操作である.
注意 1. 正確には, R-operation は安定写像そのものではなく安定写像から定まる
Reeb space への商写像に対し定義されている. この商写像に対する操作が自然に平面へ








定理 2 の証明. P1 を f1 の真核とする. P2 は f2(S(f2)) の連結成分 (Sn 1 に C1
級微分同相)で f2(M2) の境界であるようなもの (C とする)の十分小さな C1 閉管状近
傍とする (図 4).
V1 を f1 1(P1) の連結成分とする. f1jV1 : V1 ! P1 (f1j@V1 : @V1 ! @P1) は
Dn (@Dn = Sn 1) 上の自明な C1 級 Sm n-束を与える. V2 を f2 1(P2) とする.
n 1(M2) = f0g, 2(n  1) + 2  m より, V2 は C の C1 級閉管状近傍 で Sn 1 上の自
明な線形 Dm n+1-束の構造をもち (f2j@V2 がこの束 V2 の部分束の構造を与える. V2 の
束構造について命題 2, 3 の証明の STEP 1 や [21] 他 [13] 参照.), かつ C, V2 は M2 内
に埋め込まれた Dm の内部にある. Dm から V2 の内部を取り除いた Dm   IntV2 は, 自
然な Dn 上の自明な C1 級 Sm n 束の構造をもつものの内部から IntDm を除いたもの
となる. もとの Dm は, V2 と Dm   IntV2 が, Sn 1 上の自明な C1 級 Sm n 束の構造
を有する境界の間の底空間の C1 級微分同相写像を誘導する束同値により境界で同一視
されて得られているとみなせる.
Sn 1 上の自明な C1 級 Sm n-束間の束同値とみなされ底空間の C1 級微分同相を誘導
するような C1 級微分同相写像  : @V2 ! @V1 と, C1 級微分同相写像 	 : @Dm ! @Dm
で Dm 上の C1 級微分同相写像 (M2   Int(M2   IntDm) から M1   Int(M1   IntDm)
への C1 級微分同相写像)に拡張するものをうまくとると, 次が成り立つことがわかる












= (M1   IntV1)
[









M1 と M2 の連結和 M ができ, M 上に Rs に属する f : M ! Rn が自然に構成で
きることが分かる. そして f1 と f2 が単調ならば f も単調に出来ることも従う.
定理 1 と 定理 2 から次が従う.
定理 3. Mm を向きづけられた m 次元連結閉 C1 級多様体とする.
M が Sn (n  2, m  2n)上の向きづけられた C1 級 Sm n-束の連結和ならば, M 上
に Rs に属する単調な同心円形折り目写像 f :M ! Rn が存在する.
x 5. 数え上げ不変量{特異点集合の連結成分数{
Morse 不等式が示すように，Morse 関数 f : M ! R の固定された指数の特異点の
数や全ての特異点の総数は，多様体 M のトポロジーと深く関係する．また，Reeb の定
理 [19] や [26] の結果が示すように，多様体 M 上の Morse 関数全体の中でのそれらの数
の最小値も M のトポロジーに関係する．
折り目写像の特異点集合は, 値域の次元より 1 次元低い定義域多様体内の部分多様体で
ある. Morse 不等式や Euler 数公式の高次元化として, 折り目写像の特異点集合の決めら
れた指数の特異点からなるまたは全部の連結成分の個数が多様体の情報とどう関係してい
るかということを考える. 関連して折り目写像の存在問題を振り返る.
まず, Whitney, Thom, Levine ([28], [27], [14]) の平面への良い折り目写像の研究があ
る. 平面への安定写像は稠密に存在し, 良い折り目写像は Euler 数が偶数のときまたその
ときに限り存在することが分かっている. また [15] では, Morse 理論における Euler 数公
式が平面への安定写像へ拡張されている. その後 Eliashberg により, [3], [4] で値域が (次
元が 2 以上の)一般の多様体の場合の折り目写像の存在問題が考察され, 現在に至るまで
重要問題として盛んに研究されている.
A を折り目写像のクラスとする．M を A に属する Rn への良い折り目写像を許容する
ような多様体とするとき，定められた指数の特異点集合の連結成分数の最小値を考える．
A に属する Rn への折り目写像全体の中で, 指数 k の特異点集合の連結成分数の最小値
を A(M;n; k) と書く．また，A に属する Rn への折り目写像全体の中で，特異点集合の
連結成分数の最小値を A(M;n) とする．これについて, 以下のような問題が考えられる.
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例 2.
1. A を F つまり良い折り目写像全体とする. このとき A(M;n; k) を決定することを考
える. Eliashberg の存在問題 ([3], [4])の延長であると捉えられる. ここで詳しくは説
明しないが先行研究結果から答えがすぐ出るものもある.
2. A := R つまり A として同心円形折り目写像全体をとる. このとき A(M;n; k) を決
定することを考える. 後で, 主に A が Ra または Rs の場合つまり A として 命題 2
と命題 3 の仮定を満たすもの全体をとった場合について考察する.
3. A として良い折り目写像 f : M ! Rn で, f(M) が Dn に C1 級微分同相, かつ f
の任意の f(M) に含まれる正則値 p で f 1(p) が S2 または T 2 であるもの全体をと
る. M が単連結 4 次元閉 C1 級多様体のとき, A(M; 2) を決定することを考える.
この問題について, [9], [13] において Levine の Euler 数公式, R-operation を用い
たアプローチで解答が出されている. 原論文では, 一般次元での定式化はなく, 単連結
4 次元多様体上でのみ定式化されている.
本稿では Ra や Rs に関して分かることを紹介する. 命題 2, 命題 3 とこれらの証明
法から次が容易にわかる.
定理 4. Aを Ra または Rs とする. m次元単連結閉 C1 級多様体Mm 上に Aに
属する写像 f :M ! Rn があるとし, n  2, m  2nとする. bn(M) = l1, A(M;n; 0) = l2
とすると次が成立する.
1. m > 2n ならば A(M;n; 1) = l1 + l2   1. m = 2n ならば l1 は偶数で A(M;n; 1) =
l1
2 + l2   1 である.
2. 2  k  m n+12 であれば F(M;n; k) = R(M;n; k) = A(M;n; k) = 0 である.
証明. 二つ目は自明なので最初のみ示す.
m > 2n とする. 軸の逆像は m   n + 1 次元標準的球面から互いに交わらない標準的
球体 l1 + 1 個の内部の非交和をとり除いたものに PL 同相で, f の軸の逆像への制限は,
特異点が内部にあり特異点の指数が 0 か 1 か m  n か m  n+ 1 で境界で最小値をと
る Morse 関数とみなせる. l2 は指数 0 または m   n + 1 の特異点の最小個数に一致す
る. 指数 1 または m  n の特異点の個数は最小 l1 + l2   1 と計算され, f の指数 1 の特
異点集合の連結成分の最小個数に一致する. m = 2n とする. 軸の逆像は m  n+ 1 次元
標準的球面から互いに交わらない標準的球体 l12 + 1 個の内部の非交和をとり除いたもの
に PL 同相である. 後は同様に証明できる.
定理 3 と定理 4 から次が従う.
系 1. 定理 4 で, M 上に Rs に属する Rn への写像が存在しない, または存在し
て Rs(M;n) > l+1 (l 2 N) であれば, M は Sn 上の有向 C1 級 Sm n 束 l 個の連結和
ではない.
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系 1 の仮定を満たす, Rs に属する Rn への写像が存在するような多様体の例をさが
すのは難しいようである.
m < 2n の場合にわかる面白い例を紹介する. [16] 等によれば, いくつかの 7 次元の
C1 級ホモトピー球面は S4 上の線形 S3-束の構造を有する. この中には，標準的 7 次元
球面 S7 の他に S7 と C1 級微分同相でないものも含まれる. 定理 1 よりこれらの上に
は特異点集合が 2 個の連結成分からなる単調な Rs に属する R4 への写像が構成できる.
次の事実に着目する.
命題 4 ([21]). m次元 C1級ホモトピー球面Mmから Rnへの良い special generic
写像 f : M ! Rn が存在し, m > n  1 ならば Reeb space Wf は可縮である. 逆に良
い special generic 写像 f :Mm ! Rn があり Reeb space Wf が可縮ならば M はホモト
ピー球面であり,さらに 1  m  n  3 ならば Mm は Sm と C1 級微分同相である.
[21] の議論に関連して, m  n  2 のとき, Sm は Rn への special generic 写像を許
容し, さらに特異点集合が Sn 1 に C1 級微分同相であるような同心円形折り目写像も
許容することつまり例 1 の最初の例のような写像を許容することも補足する.
この命題は, 多様体の微分構造と special generic 写像の存在非存在の深い関係を示す具
体的結果の一つであるともいえる. 定理 1 と命題 4 から次が従う.
定理 5. 7 次元閉 C1 級多様体 M7 が S7 ならば, Rs(M; 4) = 1 である. M が
S7 と C1 級微分同相ではないが S7 と同相でかつ S4 上の C1 級 S3-束の構造を有せ
ば, Rs(M; 4) = 2 である.
この命題は, 次を具体的に示している.





最近, 著者はここで述べたような束構造を有さない 7 次元 C1 級ホモトピー球面に
も Rs に属する R4 への写像を構成できたが, 特異点集合の最小の連結成分数を完全に決
定するのは今後の課題である. これについては現在論文準備中である.
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